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Continuaremos com uma breve discussao sobre os conceitos de analise vetorial diferencial, vorticidade, dando assim
prosseguimento no estudo sobre fluidos em movimento (rotagao-+translagdo). Vamos estudar um pouco mais a equagao
de Euler e suas outras expressoes modificadas dentre elas podemos destacar a equagao de Navier-Stokes.

1 Introdugao a Fluidodindmica: Continuacao

Fluidodindmica = liquidos + gases em movimento;

e Leis de conservagao da natureza: Massa, momento linear e angular;

Equacao de andloga a de Newton para mecanica dos solidos (conservagdo do momento linear) = Equagao de
Euler (translacao);

Equagao de analoga a de Newton para mecanica dos solidos (conservagdo do momento angular) = Equagao de
Navier-Stokes (rotacao);

Sabemos que a equagdo de Euler (conserva¢ao do momento linear) é dada por:
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sendo ? a densidade volumétrica de forca e 7 a densidade de velocidade linear do fluido. Esta equacao é muito
utilizada no estudo da translagao de fluidos. Analogamente, podemos ter uma equacao idéntica para rotagao de fluido,
partindo da conservacao do momento angular, ou seja:
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depois de uma certa algebra (FAZER!) obtemos
dT
§>emterna + §>i’mfer’rm = E; (3)

onde & a densidade volumétrica de torque e T a densidade de velocidade angular do fluido. Por outro lado, podemos
obter a expressdo acima por outro caminho partindo da equagao (1), vamos agora seguir este caminho.
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Sabemos que o vetor velocidade ¥ = ¥ (x,y, z,t) = ¥ (7,t), entdo:
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Substituindo (8) em (5), temos
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Usando a identidade vetorial: V(??) = 7 X (Vxg)+7 x(Vx ?) + (?V)? + (?V)?, ou seja,

V(T.T) = Tx(VxT)+7 x(Vx?)+(T.V)T + (7.V)7 (11)
V(?) = 27 x (Vx7)+2(7.V)7 (12)
1
(V)T = 5V(zﬂ) -7 x (Vx D). (13)
Portanto, a equagao de Euler modificada sera
1 9 o dp
?fvp—p%V(v)fﬁx(VXﬁ)ﬁLE]Jr?E. (14)
Vamos encontrar um caso particular da expressao (14) para fluidos incompressiveis, p = constante e sobre um
campo de forga conservativa ? /p =—=VU/m, sendo U a energia potencial do problema, e também para escoamento
uniforme ¥ = ¥ (7). Logo teremos
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por fim aplicando o produto escalar de ¥ em toda expressdo acima, obtemos
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Utilizando os valores conhecidos: U = mgH, e sabendo que p = constante, isso implica que
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p—+ P+ PY — constante (21)
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pv®
P+ pgH + - = constante, (22)

que é a chamada equacao de Bernoulli para a fluidodindmica no caso de escoamento uniforme, fluidos incompressiveis
em um campo de forcas conservativas (gravitacional). Podemos concluir que, a equagdo (22) é fruto da conservagao
do momento linear [1] (Pag. 23).

Vamos obter outra expressao modificada da equagao de Euler, neste caso para escoamento com vortices e circulagao
para isso definimos a circulagao (vorticidade) como sendo

T=vx7. (23)

Aplicando esse resultado no teorema de Stokes

gﬁcﬁ.d? = ﬂs(v x T).dS (24)

_ //5 .45, (25)



Em paralelo podemos usar novamente, a identidade vetorial: V x (¥ x ﬁ) = ?(V.ﬁ) - ﬁ(V.?) + (ﬁ.V)? -

(?.V)ﬁ, como também V.0 = V.(V x @) = 0 (Mostrem!). Voltando a equagao (14), tomando o rotacional em
ambos os lados, e utilizando que o rotacional de um gradiente é zero (Mostrem!) teremos

x{%(?—VP)—V(%)} = Vx{i%—i—%—?—ﬁx(Vxﬁ)} (26)
{%(?—VP)} - Vx {msza(V )=V x {7 x (Vx 7))} (27)
{%(?—VP)} = Vx {msz 5 (Y V x T) — {PV.D) - (VD) + (AT — (7.V)T}28)
x{%(?—VP)} - {mszaﬁ VT - (V)T +(7.V)4, (29)

usando V x (f7) = (Vf) x g + f(V x @), ou seja,

V(%)x(?*VP)Jr%VX(?fVP) - V(%‘CZ)) ?+1Z’v ?+@+ﬁv7 (B9)T + (v.V)8h)
1 X(?—VP)-F%VX? - V(%%) 1dpﬁ+m VD) = (D)7 +(.V)T, (31)

que é conhecida como outra férmula modificada da equagao de Euler que leva em conta a vorticidade do fluido (rotagao)
e sua dinAmica de translagdo, ela também é chamada de equagio de Navier-Stokes (Fagam a aplicagdo desta expressao
(31) a partir da pag. 26 [1]!).
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