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Em muitas situagGes préticas, as superficies condutoras se acoplam de forma que podem ser
aproximadas, pelo menos em pequena escala, pela intersegio de dois planos [1]. E ttil, portanto, ter
uma visao sobre como encontrar e entender o comportamento do potencial eletrostdtico, dos campos
e das densidades de carga nas vizinhangas destes “cantos” agudos ou arestas. Vamos encontrar estas
grandezas fisicas mensuraveis para regioes préximas da origem, tanto no vacuo quanto na presenga de
um meio dentro de um material com susceptividade elétrica x no espago bidimensional. Além disso,
iremos assumir que o potencial é constante na superficie do material e que estamos em um regime de
equilibrio eletrostatico. Deixaremos de fora deste trabalho, o tratamento para longas distancias das
medidas fisicas discutidas até entdo [2]. Para finalizar, falaremos também do caso tridimensional
deste problema, como uma extensao para tratar casos muito mais realisticos encontrados na natureza

[2].

I. INTRODUCAO: EQUACAO DE MAXWELL,
POISSON E LAPLACE

Partindo da equagao local de Maxwell (lei de Gauss)
no vacuo:

= r
v =2, )

€0
onde V é o operador diferencial vetorial dado por V =
i% + ja% + k% (em coordenadas cartesianas) e €g a
permissividade elétrica do vacuo, o campo eletrostatico

E(7) fora da fonte, densidade de carga p(r) = 0, é dado
por:

V.E(7) =0, (2)
logo, podemos escrever a seguinte equacgao:
B(F) = —vo(), (3)

sendo ®(7) o potencial eletrostético.
Substituindo a expressdo (3) em (1) obtemos as
equagoes de Poisson e Laplace, respectivamente:

v = -2, ()
€0
e
V20(7) = 0, (5)

onde V2 = V.V = A (operador diferencial - Laplaciano).
Vamos obter na préxima secao a equacao de Laplace em
coordenadas polares.

II. EQUACAO DE LAPLACE EM
COORDENADAS POLARES

E de fundamental importancia, adaptar as equagoes
utilizadas com a geometria (simetria) do nosso problema

para evitar dificuldades extras e compreensoes fisicas in-
completas e erréneas. Pensando nisso, a equagao (5)
deve ser explorada em outras coordenadas (polares) ja
que nosso problema tem simetria planar (placas e fol-
has delgadas). Iremos neste momento, fazer a seguinte
transformacao de coordenadas (z,y) = (r,0):

() = Bz, y) = B(r,0),
V? = V(z,y) = V(. 0), (6)
onde V2(z,y) = 88722 + 38722. Jé4 sabemos que,
T =rcosb,
y =rsinf, (7)

com r = /22 +y? e tanf = £ = 0 = arctan (¥),
logo aplicando a regra da cadeia nas derivadas parciais
do laplaciano temos para x:
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e de maneira andloga para y temos:
o _oro w0
oy  Oyor 0Oyoe’
. 0 cosf O
= SIHQE—I—T%, (9)
logo, o gradiente sera:
<0 40
V = Z%+]67y7
.0 10

onde usamos as transformagoes para vetores unitarios
(versor):
—isinf + jcos b,

7 =1cosf + jsin; 6 =
i =rfcosf —OsinG; j=rsinf+0cosh. (11)



O laplaciano V? pode ser encontrado através do
seguinte produto escalar:

V: = V.V,
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com a utilizagdo das equagdes (10) e (11). Portanto, a

equacdo de Laplace para o potencial eletrostatico (5) e
(6) assumird a forma:

o 10 ( 00(r,0)
v©(r79)7r8r "or *

(12)

1 0?®(r,0)
r2 002

—0.(13)

Vamos agora aplicar algum método de resolugao na
equacao de Laplace (13).

III. METODO DE SEPARACAO DE VARIAVEIS

Para resolvermos a expressao (13) via método de sep-
aragao de varidveis é preciso fazer a seguinte substituicao:

®(r,0) = R(r)0(0), (14)
onde R(r) e ©(0) sao duas fungdes independentes de uma
Unica varidavel. Substituindo (14) em (13) temos:

dR(r)} _

r d 1 d*0(0)
R(T)dr{r dr

- 0(0) de

(15)

A igual acima s6 serd verdadeira quando a solugao das
equagoes diferenciais ordinarias do lado direito e esquerdo
de (15) forem iguais a uma constante positiva (solu¢ao
periddica em 0, ©(0) = O(6 + 27)), entao:

r o d [ dR(r)] _ 1 d?e)
R(r) dr [T dr ] = ~o@ az -V 19
Isto implica que:
d*e(0) B
T 1*0(0) = 0,
dir [rdiy)} -2 Rff) =0, (17)

cujas solugoes podem ser obtidas pelos métodos tradi-
cionais de resolucao de equacao diferencial ordindria
(transformadas de Laplace, Fourier, fungdo de Green,
etc.), ou via ansatz, O(0) = ae*® e R(r) = brf que
chegaremos a:

©(0) = Acos(v9) + Bsin(v8),

R(r)=ar™™ +br", (18)

onde A, a, B, b sdo constantes a determinar pelas
condigOes iniciais ou de contorno. Assim, a solugao para
®(r,0) utilizando (14) e (18) seré:

®(r,0) = (ar™ + br") [Acos(vd) + Bsin(v9)]. (19)

Aplicando a condigdo de contorno periddica, ®(r,6) =
O(r,0 + 27), em (19) obtemos v € Z.
Resolvendo as equagoes diferenciais (17) para um caso
particular v = 0, temos o potencial ®,_q(r, 0):
®,—o(r,0) = (agInr + by)[Ao + Bob)]. (20)
Podemos aplicar o principio da superposicao das
solugdes das equacoes diferenciais, e concluir que ®(r,0)
é dado por:

‘1)(7’, 9) = Z (amrimu + bnzrmu)

m=0
X [Ay, cos(mv8) + By, sin(mv6)]

(21)

= (ao Inr + bo)[Ao + Bog] + Z (amrfmv + bmrmy)

m=1
X [As, cos(mv8) + By, sin(mvf)],
= ¢o + dob + eoIn(r) + foln(r)d

+ Z "™ {Ch, cos(mvb) + D,, sin(mv)}

m=1

— 1
+ Z v {Ey, cos(mv) + F,, sin(mv6)} .

m=1

Esta é a solugdo geral do problema (sem condi¢ao de
contorno) para o potencial eletrostdtico em coordenadas
planares.

Iv. SOLUQAO DO POTENCIAL
ELETROSTATICO COM CONDICAO INICIAL
PROXIMO DA ORIGEM

Vamos aplicar as condigoes iniciais em (23). Iniciare-
mos com:

A. Solugoes finitas proximas da origem

Condigao inicial:
O(r=0,0) = finito= ¢y = fo = Ep, = F,, =0, (24)

com isso, a solugdo para o potencial eletrostdtico (23)
torna-se:

O(r,0) = co+dof + Z "™ {C,y, cos(mvb)
m=1

+D,, sin(mv0)} . (25)

(22)

(23)



B. Potencial constante

Condigao inicial:
O(r,0=0)=V=20C,,=0,c0 =7V, (26)
logo:
o(r,0) = V4dof+ Y Dpr™

m=1

sin(mv@). (27)

C. Superficie equipotencial

Condicao inicial:

O(r,0 =0)=0(r,0 =0) = dy=0,v=1In/8, (28)

com | € Z}. Portanto,

(r,0) = V+ ZDmr

-V ZDmr 5 sin (mg9>. (29)

Esta é a solucao para o potencial eletrostatico em regioes
préximas da origem do nosso problema. A série (29)
é convergente para esta regiao, e podemos no primeiro
momento trabalhar com apenas o primeiro termo desta
série, entao:

sin(mvf),

. 0
O(r,0)pron ~ V + Dyr¥ sin (2) . (30)

A constante D; é calculada utilizando a ultima condicao
inicial, que é o valor do potencial eletrostiatico a uma
certa distancia r da origem do nosso problema, lembre-

se: O(r) = Qtonte  agsim
4meor ?

D. Referencial do potencial eletrostatico

Condigao inicial:

(I)(r:d,9:90):<p02>d0:0,D1:

desta forma:

V| s 0
B(r,0)pros ~ V + %79 d~ 515 sin (”)(32)
sin (”'80) B

que é a equacao para o potencial eletrostitico genérica
préximo da origem aplicada as condigoes iniciais do nosso
problema.

V. CAMPO ELETROSTATICO

Utilizando as equagoes (2) e (10) temos:

E(T7 g)prox = —V@(T,a)p»poz,
0 10
= [ U + 080] O(r,0)proz, (33)

comparando esta expressao com as partes radial e tan-
gencial do campo, E(7,0)pr0n = Er7 + Egf, obtemos:

0P(r,0) prox

Er = - or )
_ 109(r,0)proe
Ep = —- Sl rer, (34)

Substituindo a expressdo (32) em (34) e trocando a
notagao (r,0) = (r, 6, 8), temos

_ ) y .
Er(ﬁe,ﬁ) — (900 V)'/Td 8 B 1Sil’l <7T9> ,
i [ sin ’%0) | B
N ) y N
Ey(r,0,8) = — (o = V)md /P 81 cos <7T9>v
i [ sin (%‘9“) | B
(35)

onde estas sdo as componentes do campo eletrostatico
préximo da origem E(r, 0)pros-

VI. DENSIDADE DE CARGA SUPERFICIAL
NO VACUO

Partindo da primeira equacao de Maxwell na forma
integral

€o

7{ E.ndS = Q”‘t, (36)
C

e usando que a densidade de carga o é dada por: o =
Q/S, temos

o = goEnormala
= €0E9. (37)

(31$ubstituindo (35) em (37) chegamos a

(0o — V)megd ™/”

3 sin (”9")

Um caso particular importante para a densidade superfi-
cial de carga no vécuo (38) é: o(r,0 =0,8) = —o(r,0 =
B, B) (processo de eletrizagao por indugao).

o(r,0,8) = —

75! cos (779) .
B

(38)



VII. DENSIDADE DE CARGA SUPERFICIAL
EM UM MEIO

Substituindo permissividade elétrica do vacuo gy pela
permissividade elétrica do meio e e susceptibilidade
elétrica do material x temos:
€

L+x

€0 (39)

A permissividade é determinada pela habilidade de um
material de se polarizar em resposta a um campo elétrico
aplicado e, dessa forma, cancelar parcialmente o campo
dentro do material. Estd diretamente relacionado com

a susceptibilidade elétrica. Ja a susceptividade elétrica
de um material dielétrico é a medida de quao facilmente
ele se polariza em resposta a um campo elétrico, P =
€0 XF:" . Logo, a densidade de carga superficial elétrica em
um meio de permissividade elétrica € e susceptibilidade
elétrica do material x é:

(o — V)med=™/P
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o(r,0,8) = — r5 1 cos <W> .
(1+x)Bsin (%") s
(40)
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